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PARTEA I

GRUPURI

Algebra din acest an studiaz structuri algebrice.

Prin ,,structurd algebricd” se intelege o multime nevida inzestrati cu una sau mai
multe operatii algebrice ce satisfac anumite axiome.

Asadar structurile algebrice sunt definite cu ajutorul unui sistem axiomatic. Exista o
analogie intre studiul axiomatic al structurilor algebrice si studiul axiomatic al disciplinelor
matematice, dar spre deosebire de geometrie, de exemplu, sistemul axiomatic ce defineste o
structurd algebricd contine relativ mai putine axiome si datoritd acestui fapt, varictatea
exemplelor ce le satisfac este mai mare.

In cele ce urmeaza vom prezenta gradat aceste structuri algebrice, incepénd cu cea mai
simpld, cea de grup si vom incheia cu cele mai complexe, cele de inel si corp.

Vom incepe prin a defini legi de compozitie internd §i prezentarea unor proprietiti ale
acestora.

1. LEGI DE COMPOZITIE INTERNA
1.1. Lege de compozitie interna

Se stie ca suma, respectiv produsul a doud numere naturale este tot un numdr natural.
Prin urmare pentru orice pereche de numere naturale (x, y) numerele x + y respectiv xy sunt
tot numere naturale. Putem vorbi despre functiile:

s:NXN >N, s(x, y)=x+ysip: NXN - N, p(x, ¥) =xy unde (x, y)e NxN,
Diferenta a doud numere Intregi este tot un numar intreg.
Avem functiad: Z X Z — Z, d(x, y) = x —y unde (x, y) € ZxZ.
Considerdm multimea nevidd E si notdim cu & (£) multimea tuturor functiilor definite pe £ cu
valori in E: Z(E)={f | f* E - E}.

Daca f, ge AE) atunci functia compusi fo g este definitd pe E cu valori in E. Cu alte
cuvinte avem o functie:

H: Z(E) x Z(E) »> Z(E), H(f, g)=f>g unde (f, g) € F(E) x F(E).

In toate aceste exemple se vorbeste despre o multime M (care a fost pe rind N, Z

respectiv # (E)) si o functie definitd pe M x M cu valori in M, care oricirei perechi ordonate
(x, ) € M x M asociaza un element unic din M.

Algebra 3



EeZmitie'
Fie M o multime nevida. Se numeste lege de compozitie internd pe multimea M (sau
operafie algebricd pe M) o functie definitd pe produsul cartezian M x M cu valori in M-
¥ MXM—>M,(xy)>x*y
care asociazd fiecdrei perechi (x, y) € M x M un unic element din M, notat x * y.

Elementul x * y se numeste compusul lui x cu y si se mai citeste ,,x operat cu y” sau ,,x
stelutd y”.

Legea de compozitie internd se noteaza de obicei cu unul dintre semnele: +, —, -, o, *,
T, L, v, A @, A N, U etc.

O lege de compozitie internd pe multimea M notatd cu semnul ,,+” o vom numi
adunare, iar compusul f(x, ) =x + y il vom numi suma elementelor x si y. In acest caz

vom spune cd legea a fost notata aditiv.
O lege de compozitie internd pe multimea M notatid cu semnul ,,-” o vom numi
inmulfire, iar compusul f (x, y) =x -y il vom numi produsul elementelor x si y. In acest caz

vom spune ca legea a fost notatd multiplicativ.

1. inmultirea pe R este functia: - : RxR — R, (., y) > xy, (x, y) € RxR.

2. Ridicarea la putere pe N¥*xN* — N* (x, y) — x” unde (x, y)e N*xN*,
3. Reuniunea pe multimea Z°(E) a pértilor unei multimi E este functia:
U P(E) x P(E) > P(E), (A,B) > A UB.
4. Adunarea pe multimea matricelor .#,(R), este functia:
+: MAR) x M(R) > A (R), (A, B) > A+B.
5. Pe multimea numerelor reale R definim legea de compozitie ,,*” astfel:
*RoOR, x*y=3xy-5x-5y+1, (x,y)) e RxR.
Astfel: 2% 1=3.2.1-5.-2-5-1+1=-8¢€R.

1.2. Tabla unei legi de compozitie

In cazul unei multimi finite M = {ay, ay, ..., a,} 0 operatie algebrici ,,*” poate fi definiti
$1 prin ceea ce numim tabla operatiei, adica un tablou cu n+1 linii si #n+1 coloane care contine
elementul a/*a; la intersectia liniei lui a; cu coloana lui g;. de forma:

* al a a; sese ay

a |ar*a; ar1*ax ... ar*ap --- ay*da,
61.2 azfal azﬂjaz - *a; ... a2¥ay
Cfi a,-ﬂfal a,-ﬂjaz - ai*a; .. a,-#?an
dn |Gp*ar  ap*az ... ap*a; ... ap*ay

4 Legi de compozitie




fExemplul 1.| Fie multimea 4 = {-1,0, 1} si legea de compozitie - inmultirea numerelor
reale. Tabla inmultirii pe multimea 4 este:

. |-1]0 1
-1 1|10 |-1
0] 0]O0]O0
1 |-1]0 |1

ExemElul 2.| Fie multimea 4 = {1, 2}. Multimea #(4) a functiilor definite pe 4 cu valori in 4
are elementele: e, f,g hdateprin:e(l)=1,e(2)=2, f(1)=2, f(2)=1,g(1)=1,g(2)=1,
h(1)=2, h(2)=2.

Tabla operatiei de compunere a functiilor din Z#(E) este urmétoarea:

° ‘ e f g h
e e f g h
fl1r e h g
gl & & 8 &
h h h h h

Se observi din tabla operatiei ¢a f o g = h. Intr-adevar avem:
(feg)=fgl)=f1D)=2; (feg@)=f g2)=f1)=2
de unde rezultd cd f og =h. Prin urmare la intersectia liniei lui f'cu coloana lui g se afl3 A.

Exemélul 3.|Pe multimea M= {0, 1, 2, 3} se defineste legea de compozitie
Pxy)=lx-yl, xyeM

. | 0o 1 2 3
Tabla operatiei este prezentata alaturat. 0 0 1 5 3
Elementele din tabla se calculeaza astfel: 1 1 o 1 2
©(0,00=[0-0]=0; ¢(0,1)=|0-1|=letc. 2| 2 1 o 1
¢(1,3)=]1-3]=2; ¢(3,3)=]3-3|=0. 303 2 1 0

1.3. Parte stabila

Sa considerdam operatia de inmultire pe multimea R a numerelor reale si submultimea
Q a lui R (Q este multimea numerelor rationale). Inmultind doud numere oarecare a,b<Q,

produsul ab se mentine in Q, mai precis rezultatul inmultirii din Q face parte tot din Q.
Aceasta ne conduce la urmatoarea:

Fie M o multime nevida pe care este definita o operatie ,,*”. O submultime nevidd H a
lui M se numeste parte a lui M stabila fatd de operatia algebrici ,,*” daca
MxyeH=x*yeH.
In acest caz, restrictia operatiei ,,*” la submultimea H, adica functia:
x  HxH—>H, (x,y) >x*y
se numeste operatie algebrica pe H indusd de operatia ,,*” de pe M.

Algebra 5




0bscrvatig

Daca " este o operatic pe multimea M, iar H o submultime a lui M, sunt echivalente
exprimadrile: -
1°. H este o parte a lui M, stabila fata de operatia ,,*”;
2°. ,,*” este operatie algebricd pe H.

!ExemEle: |

1) Multimea 2Z ={2kl k € Z} a numerelor intregi pare este o parte a lui Z stabili in raport

cu operatia de adunare a numerelor intregi, deoarece suma a dous numere pare este tot
un numar par.

2) Multimea /= {0, 1, 2, 3, 4} este o parte stabild fati de legea de compozitie - :zxZ > Z,
xy)—> | x —y| deoarece (V) x,y € H= | % —y| e H.
3) Submultimea H = {z € C || z | = 1} este o parte a lui C stabild fati de inmultirea

deoarece: (V)xy e H= |x-y|=lx|-|yl=1 ‘l1=1=x-yeH.

4) FieE={1,2,3}siH={f e 94“(E)’ {(2) = 2}. Atunci H este o parte a lui #(E) stabild
in raport cu operatia de compunere. Intr-adevir, daci f.ge Hatunci f(2)=2,g(2) =2,
deci: (f 2 2)(2)= f(g(2))= f(2)=2,deunde f og e H.

5) Multimea {2k + 1 ke Z} este parte stabild a lui Z in raport cu inmultirea, dar nu este

parte stabild a lui Z in raport cu adunarea.

E"Problemﬁ rezolvati!

Fie multimea 4 = [2, +). S se arate cd multimea A este parte stabild a multimii
numerelor reale R in raport cu legea de compozitie:
x*y=xy—2x—-2y+6.
Solutie. Consideram elementele oarecare xye[2, +w) = x > 2 si y 2 2 adica
x—220siy—220.Rezultéci(x—Z)(y—Z)20<:>(x—2)(y—2)+222©xy—2x—2y+
1622 x*y>2 < x*y €2, +00) = A. Prin urmare multimea A4 este parte stabild a lui R

in raport cu legea datai.
1. 4. Proprietati ale legilor de compozitie interna

1. Asociativitatea

Eeimitiel

O operatie algebricd ,,*” pe multimea M se numeste asociativd, daci:
(x*y)*z=x*(y*z2), (V)xyzeM.

][Exemple:
1. Adunarea si iInmultirea sunt operatii asociative pe oricare dintre multimile N, Z, Q,R,C.

2. Adunarea matricelor in multimea .#,, ,(R) este asociativi (Vmn € N ).

6 Legi de compozitie




3. Pe R se defineste legea * : R x R > R, prin x * y =xy — 2x — 2y + 1. Sa cercetam daca
legea * este asociativa.
x*y)*z=@@y—-2x—-2y+ 1) *z=xyz-2xz—2yz+z—2xy +4x +
+4y -2-2z+1=xyz—2xy—2xz—2yz+4x+4y—z—-1 &)
x*(y*z)=x*(z—-2y—-2z+1)=xyz—2xy—2xz+tx —2x - 2yz +
+4y+4dz-2+1=xyz—2xy—2xz—-2yz—x+4y+4z-1 (**)
Din (*) si (**) rezulté ca operatia nu este asociativa.
4. Tot pe R reluind calculele pentru operatia x * y = xy — 2x — 2y — 6 se ajunge la

concluzia ci aceasta este asociativa.

Dbservatie

Daci ,,*” este o operatie pe M, iar H este o parte a lui M, stabila fatd de ,,*”, atunci:
dacid ,,*” este asociativa pe M, ea este asociativi si pe H.

2. Comutativitatea

Eez:niﬁel

O operatie algebrica ,,*” pe multimea M se numeste comutativd, daca:

x*xy=y*x, (V)xyeM.
ExemEle:l

1. Adunarea si inmultirea pe oricare dintre multimile N, Z, Q, R, C sunt legi de compozitie

comutative.
Demonstrdm comutativitatea adunarii numerelor complexe. Fie z;,z0 € C, z; = a + ib si
z=a’tibiavemzit+zn=(a+ b))+ (a’+bi)=(@+a)+ib+b)=(@ +a)+i(b’'+b)=
=a’+ ib’+'a + ib = z; + z1, deci adunarea numerelor complexe este comutativa.
2. Reuniunea si intersectia partilor unei multimi sunt legi de compozitie comutative.

3. Pe R definim legea ,*” astfel: * : R x R - R, x * x = 4xy — 5(x + y) + 3,
VxyelR.

Ardtim ci legea * este comutativa: x * y=4xy - 5(x + ) +3 =4yx - 5(y + x) +3 =y *x,

V x,y € R (s-a folosit proprietatea de comutativitate a inmultirii x - y = y - x si adundrii x + y=

=y + x numerelor reale).
4. In clasa a XI-a s-a aratat cd Inmultirea matricelor nu este comutativa.

5. Sciderea in Z este o lege de compozitie necomutativa. Exemplu: 7 -10 = 10 -7.

6. Compunerea functiilor nu este comutativi. Intr-adevir fie f, g € Z(R) definite prin:
F(x)=2x*sig(x)=x-3.
Atunci (f 0 g)(x) = f (g()) = 2(g)* = 2(r - 3" = 2" — 12x + 18;
(g° /X =g(f @)= f(x)-3=22"-3.
Sevedecd fog#go f.
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1.  Daca ,*” este o operatie pe M, iar H este o parte a lui M, stabili fata de ,,*”, atunci:
dacd ,,*” este comutativa pe M, ea este comutativa i pe H.

2. Daca ,*” este o operatie pe M datd prin tabla operatiei, operatia ,,*” este comutativi
dacd si numai dacd tabla operatiei este simetrica fatd de diagonala principala, deoarece
elementele x; * x; i x; * x; sunt dispuse simetric fatd de diagonala principala si deci
egale.

Aplicati¢

Fie M multimea tuturor secventelor de 12 litere din alfabetul latin, numite ,,cuvinte” de
lungime 12. Pentru o,Be€M definim cuvantul a*f astfel: a*pB este cuvintul format cu
primele 7 litere ale lui o urmate de ultimele 5 litere ale lui B. De exemplu, daci
o = abacdefggium $i B = aeioubccemnq , atunci o * 3 = abacdefcemng .

Vertificati dacd legea de compozitie ,,* ” este asociativa. Dar comutativi?

Solutie:

Orice cuvint oo € M se poate scrie sub forma o =a'a”, unde o’ este secventa formati
cu primele 7 litere ale lui o §i a” este secventa formatd cu ultimele 5 litere ale Iui o.

Fie a.B,ye M, a=a'a", p=p'B", y=7v".

(o*B)*y=a'B"*y=a’y" (1)

a*(Bry)=ax*(By")=ay" (2)

Din (1) si (2) rezulta ca legea ,, *  este asociativa.

Legea nu este comutativa deoarece au*f=0o'" si B*a.=p'a” (gasiti un contracxemplu).

3. Distributivitatea

Spunem cé operatia ,,*” este distributiva la stinga fati de operatia ,,o”, daci:
(1) xx@ez)=(x*y)o(x*2), (V)xyzeM
Spunem c operatia ,,*” este distributivd la dreapta fatd de operatia ,,o”, daci:
(2) @ezn)*x=(@*x)o(z*x), (V)xyzeM
Spunem cd operatia ,,*” este distributiva fatd de operatia ,,”, daci este distributivi atat
la stAnga cat si la dreapta, adicd sunt verificare ambele conditii (1) si (2).

Fie ,,*” si ,,0” doud operatii pe M, iar H o parte a lui M stabild fatd de ambele operatii,
dacd ,,*” este distributiva fatd de ,,o” pe M, atunci ,,*” este distributivi fatd de ,,o” si pe H.

1. Pe oricare dintre multimile N, Z, Q, R, C sunt definite operatiile de adunare si inmul-

tire. Legea de compozitie ,,inmultirea” este distributiva fati de ,,adunare”:
a-(b+c)y=ab+ac, VabceN,Z,Q R,C.

8 Legi de compozitie




2. Pemultimea .#,(R) sunt definite adunarea si inmultirea matricelor. Inmultirea este dis-

tributiva fatd de adunare:
A-(B+C)=A4B + AC, V A,B,C € M ,(R).

4. Element neutru

SestieciO+x=x+0,(V)x € Rrespectivl -x=x-1,(V)x e R.

De asemenea, dacd E este o multime si 15 : E — FE este functia identica a lui E, atunci:
lgo f =y olg= f,(V) f € Z(E).

Astfel suntem condusi spre urméitoarea definitie:

Definitie
Fie (x, y) = x * y o lege de compozitic pe multimea M. Spunem ca legea admite
element neutru daca 3 e € M astfel incat:
x*xe=exx=x,(V)xe M.
Elementul e cu aceastd proprietate (dacd existd) se numeste element neutru fati de
operatia ,,*”.

Pe Z,x * y =x + y + 1 admite elementul neutru e =— 1 € Z, deoarece:
x*(D)=x+(D+1=xsi(-)*x=—1+x+1=x, VxeM.

Teorema 1

Daci o lege de compozitie internd admite element neutru, atunci acesta este unic.

Demonstratie. Fie (x, y) - x * y o lege de compozitie pe multimea M si e’ e” € M douid
elemente neutre fatd de aceasti lege de compozitie. Atunci:

) . x*e’=e'*x=x,(M)xeM
si
2) xxe"=e"xx=x,(VM)xeM
Luénd in particular in (1) x = e”e Msiin (2) x = e’ € M, obtinem:
3) e’rxe'=e'xe’"=e”
si
@) e'xe’=e"*ke’'=¢e’

Din (3)si (4) rezultie’=¢e”.

HExemEle: |

1. Fatd de legea de compozitie (x, y) — x - y, in multimea R a numerelor reale, elementul

neutru este numdr real 1, deoarece pentru orice x € R avem:
x-l=1-x=x,(V)xeR.
2. Considerdm pe multimea Z a numerelor intregi legea de compozitie (x, y) = x + y.

Elementul neutru este numdrul intreg 0, deoarece este singurul numir intreg pentru care
xt0=0+x=x,(V)x € Z.
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3. Inmultimea .7 (R) a matricelor pitrate de ordinul » cu coeficienti reali avem legile de

compozitie: adunarea (4, B) —> A + B si inmultirea (4, B) — 4 - B. Elementele neutre
fatd de aceste legi de compozitie sunt respectiv matricea O, (matricea zero de ordin ») si
matricea unitate de ordin » care s-a notat cu /,,.

4. Multimea 2N = {2k| k € N} a numerelor naturale pare este o parte a lui N stabild in
raport cu inmultirea si legea indusd de citre aceasta pe 2N nu admite element neutru.

Intr-adevir, dinx-e=e-x =x, (V) x € 2N arrezultae =1, dar 1 ¢ 2N.
Aceeagi multime in raport cu adunarea are ca element neutru pe 0 deoarece 0 este numar
parsi2k+0=0+2k=2k, Vke Z.

x 0 x

5. Fie M=4 A(x)=| 0 0 O ||[xeR ;. M este parte stabild a lui #(R) in raport cu
x 0 x

inmultirea, deoarece A(x)-A(y) = A(2xy) € M, (V) A(x),A¥) € M. A(%) e Msi A(%) :

A(x) = A(x) -A(%) = A(x), (V) A(x) € M, deci A(%) este element neutru al operatiei ,,-”

pe M.
Desi I - A(x) = A(x) - 5 = A(x), (V) A(x) € M, I; nu este element neutru al operatiei ,,»”
pe M, deoarece I; ¢ M.

In cazul cind legea de compozitie este notatd aditiv, elementul neutru este notat cu 0
si se numeste elementul zero.

Dacid legea de compozitie este notatd multiplicativ, elementul neutru se numeste ele-
mentul unitate.

Beﬁni;ie

Fie (x, y) = x * y o lege de compozitie asociativd pe M. Definim:
def.
X Rx, ko kX, = (X kX, ko kX )k

Am definit astfel prin inductie compunerea unui numdr finit de elemente din AM:
X %, * Xy = (X *X,) * x4
Xy %Xy * Xy %X, = (X %X, * X)X,

def.
X kX, kokx = (X kX, ko kX, )*RX, .

Fie M o multime inzestratd cu o lege de compozitie asociativa, multiplicativd si cu
clément neutru e € M. Pentru orice x € M si orice n € N definim puterea n-a a lui x prin:
o ¢t {x-x-...-x (n factori), dacd n # 0
e , dacin=0
Avem evident
x"x"=x

n+m
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' Daca M este inzestratd cu.o lege de compozitie asociativd aditivd si daci element

neutru 0 € M atunci pentru orice x € M si orice n € N, definim nx prin:

nxdif X+x+...+x (ntermeni), daci n#0
0 , dacin=0
Rezulta imediat ca
nx +mx=(n+m)-x.
In cazul multiplicativ scriem adeseori:
n
[Ix inlocde x -x,-...x
i=1
iar in cazul aditiv scriem:

nd

n
>'x; inlocde x +x,+...+x,.

i=1

[Problemz‘i rezolvatﬁ]

i : + )
Fie multimea 4 = (-1, 1) pe care se defineste legea: x*y =1x—y. S& se determine
txy
elementul neutru fatd de aceasta lege.

: o 5 o x+e
Solutie. Notdm cu e elementul neutru dacd el existi: x*e=e*x=x < =x &

1+ xe
x+e=x+x’e < e(1-x*) =0, (V)xe(-1, 1) = e= 0 5i 0. In concluzie elementul neutru

este 0.

Verificare: x * 0 =— =x 1 O*xx= =X
I+x-0 1+0-x

Observatie|

Un cuplul (G, *), unde G este o multime nevida iar ,,*” este o operatie algebrici pe
multimea G asociativa si care admite element neutru se numeste monoid.

5. Element simetrizabil

Definitie
Daca ,,*” este o operatie pe multimea M, aviand elementul neutru e, spunem ci un

clement xe M este simetrizabil fati de operatia ,,*”, dacd existd x'€ M cu proprietatea:
x*xx'=x'*x=e.

Elementul x’se numeste simetricul lui x fata de operatia ,,*”.

Notatie
In notatie aditiva, simetricul elementului x se noteazi cu — x i se numeste opusul 1ui x.

- . e e o . ) . . 1 .
In notatia multiplicativa simetricul lui x, dacd exista, se noteazd x~' sau — si se numeste
x

inversul lui x (iar x se numeste element inversabil), evident x # 0.
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